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Se extiende el problema tradicional que pregunta por la distancia que recorre una mosca con 
rapidez constante cuando se mueve entre dos trenes en movimiento uniforme rectilineo con direction 
de colision, se revisa tanto la solucion trivial como la atribuida a Neumman y mediante una 



simulation se ampha el problema para incluir trenes acelerados. Este problema puede usarse en 



cursos de ffsica elemental para ilustrar la relation ffsica-matematica, dar contexto al analisis grafico y 



estudiar diversas situaciones en cinematica unidimensional. Ademas, se resalta la fortaleza didactica 
c/2 \ del problema a traves de la analogfa que guarda con el funcionamiento de un sensor de velocidad 
. 3h " basado en pulsos de ultrasonido. 

Palavras-chave: problema, mosca, Neumman, sensor, ultrasonido. 

We extend the traditional problem of calculating the traveled distance of a fly that is moving 
with constant speed on a straight path between two trains that are approaching one another, we 
found two analytical solutions for the traditional problem and we propose a generalization to the 
| accelerated motion of the trains through a simulation. With this problem the teachers can teach some 
topics of basic physics as the relations between mathematical and physics, the graphical analysis and 
various situations on kinematics in one dimension. We show an analogy between the move of the fly 
and a ultrasonic wave pulse in a sensor of velocity, this show the pedagogical power of this problem. 
■ Keywords: problem, fly, Neumman, sensor, ultrasound. 

1— I ■ 

1. Introduction sistemas. En particular, la ejecucion de una simu- 
lation que obedece a tales algoritmos viene a ser co- 

Dada la complejidad de muchos sistemas en di- mo la realization de un experimento en un espacio 

versos campos de la ffsica actualmente es frecuente virtual > donde es posible restablecer parametros, 

que su estudio se lleve a cabo mediante la inter- ajustar condiciones iniciales, cambiar condiciones 

action entre teoria, experimento y simulation, in- de frontera J en general plantear y confrontar di- 

tercambiando asi ideas que contribuyen a la com- versas hipotesis de trabajo, por tales razones suele 

prension ffsica de tales sistemas. De esta manera ll amarse a este tipo de procesos de investigacion 

la simulation ha demostrado que las leyes que des- experimentos virtuales (ExV) [M]. No obstante, 

criben el comportamiento de multiples sistemas ft- debe tenerse claro °i ue los ExV son una manera de 

sicos pueden reducirse a algoritmos que al ser im- nacer fisica teorica y que el experimento real sera 

plementados en un ordenador determinan el com- sie mpre necesario. 

portamiento, por lo general aproximado, de estos Hace unas cinco decadas los problemas concer- 
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nientes a la ffsica computacional correspondfan 
fundamentalmente a cursos de posgrado, sin em- 
bargo durante los ultimos 20 anos en carreras de 
ciencias e ingenierfa ha habido un incremento con- 
siderable en el interes por plantear el estudio de 
esta rama de la ffsica y asignaturas afines desde 
los primeros espacios de formation. Asf es como 
en la ffsica educativa los ExV han mostrado mul- 
tiples ventajas frente a los metodos tradicionales, 
pues concretizan algunos aspectos referentes a pro- 
blemas abstractos; sirven como tutores en algunos 
procesos cognitivos; permiten resolver problemas 
que no tienen una solucion analftica; desarrollan 
en el estudiante intuition ffsica y lo acercan a la 
solucion de problemas menos ideales y mas cerca- 
nos a la realidad; brindan escenarios aproximados 
a la fisica computacional a traves de la solucion 
de problemas complejos con pocos conocimientos 
matematicos y en general ofrecen un contexto al- 
ternative para la discusion de numerosos conceptos 
fisicos. Ademas, conviene resaltar que los ExV se 
implementan en ffsica educativa fundamentalmente 
mediante lenguajes de programacion, visualizado- 
res graficos, hojas de calculo, calculadores simboli- 
cos y software de animation [SHU]. 



En este trabajo se extiende el problema tradicio- 
nal de una mosca que se mueve con rapidez cons- 
tante manteniendo una trayectoria recta entre dos 
trenes que se aproximan uno al otro con rapidez 
constante [15], se muestran dos soluciones analfti- 
cas y mediante ExV se amplfa el analisis a trenes 
acelerados, tambien se usa el problema para expli- 
car algunos principios ffsicos asociados al funcio- 
namiento de un sensor de velocidad. En la seccion 
(2) se muestra una solucion analftica elemental del 
problema tradicional, en la seccion (3) se expone 
una solucion tipo Neumann que implica el uso de 
series de potencias, en la seccion (4) se dota a los 
trenes con movimiento arbitrario y se resuelve el 
problema mediante un ExV basado en el algorit- 
mo de Euler para el movimiento de la mosca, en la 
seccion (5) se hace concreto el problema al explicar 
el funcionamiento de los sensores de velocidad ba- 
sados en pulsos de ultrasonido y finalmente en la 
seccion (6) se presentan las conclusiones. 



2. Solucion elemental 

En el ejercicio tradicional planteado se conside- 
ran dos trenes Ay B que se acercan uno al otro con 
rapidez constante t)i y % en una via recta, entre 
ellos una mosca se mueve tambien con rapidez cons- 
tante v m mayor que la de los trenes, la mosca toca 
un tren y retorna al otro sin perdida de tiempo ni 
variation apreciable en su rapidez durante el cam- 
bio de direction, la mosca continua oscilando entre 
los trenes hasta que estos colisionan. Generalmente 
la actividad propuesta consiste en calcular la dis- 
tancia recorrida por la mosca [15J. 



A 



B 



x 



Figura 1: Configuracion inicial del sistema. 



El sistema se simplifica al considerar los trenes 
como rectangulos ideales y la mosca como un punto 
matematico. De esta manera, en la FigJUse ilustra 
la configuracion inicial del sistema, aquf los trenes 
se encuentran entre si a una distancia L Q y la mosca 
parte del tren A hacia el B. De acuerdo con lo 
anterior las ecuaciones de position contra tiempo 
de los trenes y la mosca son 



xa = v A t, 
x B = L - v B t, 



(1) 
(2) 



(3) 



Para encontrar la distancia que recorre la mosca 
desde que parte del tren A hasta que los trenes 
colisionan es necesario calcular el tiempo de colision 
t c entre los trenes. De las ecuaciones (p]) y @ se 
obtiene 

tc = (4) 

Ahora se usa este tiempo para calcular la distancia 
que la mosca se movio, al usar las ecuaciones ()3]) y 
(jl]) se encuentra 



D 



v m Lo 



va + v B 
que es la distancia buscada. 



(5) 
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3. Solucion tipo Neumann 

Se dice popularmente, quiza simplemente a ma- 
nera de anecdota [15], que este problema fue plan- 
teado con algunos valores concretos al matematico 
hiingaro Von Neumann quien lo resolvio al inst an- 
te, al preguntarle como lo habi'a realizado dijo algo 
asf como: sumando las distancias parciales, jno co- 
nozco otro metodo! Lo sorprendente de la respues- 
ta otorgada por Neumann es que se esperaba dijera 
que lo habia hecho aplicando la ecuacion Q y no 
realizando una suma infinita de distancias parcia- 
les [15]. 

En esta seccion se analiza el problema median- 
te el enfoque de Neumann, es decir orientando la 
atencion en las distancias parciales que recorre la 
mosca al pasearse entre los trenes, pues sumando 
estas distancias se tendra la distancia total recorri- 
da por la mosca. Para ello, es preciso hacer infinitas 
sumas ya que al considerar la mosca como un pun- 
to matematico y al despreciar el tiempo que tarda 
en girar al tocar un tren y dirigirse al otro cada vez 
tiene que recorrer menos distancia con igual rapi- 
dez, lo que trae como consecuencia que el mimero 
de viajes tienda a infinito mientras la distancia en- 
tre los trenes tiende a cero. 

Cuando la mosca parte del tren A invierte un 
tiempo t C B para tocar el tren B, por un procedi- 
mienton completamente analogo al desarrollo en la 
seccion (2) este tiempo queda determinado por la 
ecuacion 



t. 



cB 



(6) 



Ahora, en el tiempo t cB la mosca recorre una dis 
tancia 

v m Lo 



(7) 



v m + v B 

Las posiciones de la mosca y los dos trenes justo 
cuando la mosca toca el tren B se representa en el 
esquema de la FigfSJ 
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B 




°— d A1 -^ 




-—dm — 



■ X 



Figura 2: Posicion de la mosca y los dos trenes justo 
cuando la mosca toca el tren B por primera vez. 

Para calcular las distancias recorridas por los dos 
trenes justo hasta el primer contacto se multiplica 



el tiempo obtenido en ([6]) por la rapidez de cada 
tren, asf se obtienen las ecuaciones 



vaL 



M.1 



y 



Vm + V B 



v B L 



dm = ; • (9) 

V m + V B 

Luego en el segundo recorrido, la mosca viaja desde 
el tren B hasta el tren A pero ahora la distancia 
de separacion inicial entre los dos trenes esta dada 
por 

Li = L - d A1 - d B i, (10) 
sustituyendo ([8]) y Q) en (fTUj) se obtiene 



va 



v m + V B 



Continuando con el analisis, notese que de acuerdo 
con la homogeneidad del espacio y el tiempo es 
posible definir un nuevo origen de coordenadas y 
de tiempos [16]. Asf, se reasigna la posicion del tren 
A como el origen en tiempo cero y L\ pasa a ser 
la nueva posicion inicial del tren B, ver Figj3j De 
esta forma el nuevo tiempo de contacto t cA entre la 
mosca y el tren A viene dado por 



tcA 



Li 



(12) 



V m + V A 

Las ecuaciones que definen las distancias recorri- 



A 



B 



■ x 



Figura 3: Nueva configuracion inicial. 



das por la mosca y los trenes hasta el instante en 
que ocurre el segundo contacto, el decir cuando la 
mosca toca el tren A, son 



d 



m2 



d 



A2 



d 



B2 



v m L\ 

V m + VA 

vaL\ 

V m + V A 

vbLi 

Vm + V A 



(13) 

(14) 
(15) 



3 



A 



B Al expresar (l2Ti) abreviadamente se tiene 

1 -x 



D = L lBj2 ak P k + A J2 ak+1 f 3 j- ( 23 ) 



k=0 k=0 



Figura 4: Configuration inicial despues de que la 
mosca regresa al tren A por primera vez. Al extraer a del segundo termino de la suma en 

fl23l) se encuentra 



Las nuevas posiciones de los trenes y la mosca asi D = L \ B a k (3 k + Aa a k (3 k ) (24) 
como la relacion entre las distancias se muestra en V fc=0 fc=1 J 

la Fig.dlJ). Asi, la nueva separation de los trenes 

esta dada por La expresion f[24"]) es una serie de geometrica y por 

tanto converge dado que \a(3\ < 1, lo cual se espe- 

L 2 = L\ — cIas — ds2- (16) ra ya que la rapidez de la mosca es menor que la 

rapidez de cada uno de los trenes. De esta manera 

A partir de (JT2J) y flUJ se halla ([21]) se convierte en 

L2 = Ll (^\. ( 17 ) D=L J^A). ( 25 ) 

\v m + v A J \l-a/3J 

De forma iterativa se realiza este proceso, asi que Al combinar las ecuaciones flTH) y ([22]) se encuentra 

las ecuaciones ([TO]) y f[T7j) se renuevan en cada con- la relation 

tacto de la mosca con los trenes, para obtener la fv — v \ 

sucesion infinite a A = B[ . (26) 



v m + v A , 

{L} = Al sustituir 1261 en [25] la ecuacion 1251 toma la forma 

{L ,aL ,a(3Lo,a 2 (3L ,a 2 (3 2 L . . .} , (18) 1L AB 

D= 1^0 (27) 

donde se ha definido a y (3 como 

y observando que 

V m -V A a V m -V B /m\ 

a = , p = . (19) 

v m + v B v m + v A 2AB (y A + v B ) fno , 

1 — Cup = l^oj 

Por otro lado, la suma D de las distancias parciales 
es la distancia total recorrida por la mosca, es decir se obtiene 



D = (29) 
v A + v B 

ecuacion que coincide con (j3J) obtenida manera e- 
lemental. 



4. Experimentos virtuales 



d = J2 d ™- ( 2 °) 

1=1 

De acuerdo con esto se puede escribir la distancia 
recorrida por la mosca separando los terminos pa- 
res e impares de ([20]) . Procediendo asi y con ayuda 

de fTTBl se encuentra „ . , , . , 

Para implementar la simulacion que permita rea- 

„ „ / „ , /~\ t 9^9^ \ lizar ExV sobre este sistema se asigna a cada tren 

D = B (a p L + PaL + a 2 (3 2 L + ...) + t " a ■" + ?• u\ 

v uru r- u r j una Iuncion & e posicion contra tiempo x A (t) y 

A(a(3°L + a 2 /3L + a 3 /3 2 L + ...) (21) XB (t) asi como de velocidad v A (t) y v B (t), don- 
de el tiempo de evaluation va desde t — hasta 
donde Ay B estan definidos como t = T ^ i ncreme ntandose de At en At, aqui At es 



un tiempo pequeno comparado con el tiempo T n 



„ i „ ' „, _i_ „ ' \ / que se espera tarden los trenes en colisionar. Por 



su parte la mosca tiene siempre asignada una rapi- 
dez constante v m que cambia linicamente de signo 
cada vez que encuentra un tren y su movimiento 
esta regido por el algoritmo de Euler. 

Este algoritmo consiste en actualizar la posicion 
de la mosca cada paso temporal en v m At, de ma- 
nera que la posicion de la mosca se actualiza por 
cada incremento At en 

X m <- (Xm + V m At) . (30) 

Dada la idealization del problema cada vez que la 
mosca toca uno de los trenes cambia de manera 
instantanea el signo de su rapidez, asi 

-v m <-v m (31) 

a menos que la rapidez de la mosca sea menor que 
la rapidez del tren en cuyo caso seria capturada por 
este. 

4.1. Algoritmo 

El algoritmo que materiza el ExV es el siguiente: 

1. Se asignan los parametros T max , At, entre 
otros, y junto con estos las funciones XA(t), 
XB{t), v A {t) y v B {t) 

2. Se asignan las condiciones iniciales x mo , xa , 
xbo, v m = v mo , v Ao y v Bo . 

3. iEs t < T max l Si la respuesta es afirmativa se 
va al paso 4 de lo contrario se va al paso 10. 

4. Imprime t, xa, xb J x m . 

5. Evalua la posicion de la mosca mediante (130]) 
y evalua la posicion y la velocidad de los trenes 
mediante XA(t), xs(t),f^(t) y 

6. Hace la pregunta l:/,es x m > ig? si la res- 
puesta es afirmativa realiza la pregunta 2: ^es 
v m > vb? si la respuesta a la pregunta 2 es 
afirmativa hace v m = vb J va al paso 9. Si la 
respuesta a la pregunta 2 es negativa ejecuta 
fl3Tj) . hace un paso mediante f )30|) y va al paso 
7. Si la respuesta a la pregunta 1 es negativa 
va directamente al paso 7. 

7. Hace la pregunta l:^es x m < xa? si la res- 
puesta es afirmativa realiza la pregunta 2: ^es 
v m > va? si la respuesta a la pregunta 2 es 



afirmativa hace v m = va y va al paso 9. Si la 
respuesta a la pregunta 2 es negativa ejecuta 
( l3~Tj) . hace un paso mediante ( 130|) y va al paso 
8. Si la respuesta a la pregunta 1 es negativa 
va directamente al paso 8. 

8. ^Es xa > xg? si la respuesta es afirmativa va 
al paso 10. Si la respuesta es negativa va al 
paso 9. 

9. Asigna t<—(t + At) y retorna al paso 3. 
10. Finaliza. 

4.2. ExV sobre el problema tradi- 
cional 

Se muestra un caso particular del problema tra- 
dicional el cual se rige con los parametros mostra- 
dos en la tabla ([I]) y las condiciones iniciales mos- 
tradas en la tabla (j2J). 



Tabla 1: Parametros. 



T 

- 1 max 


At 


10s 


0,001s 



Tabla 2: Condiciones iniciales. 



Xmo 


XAo 


XBo 


Vm 


VA 


vb 


—5m 


—5m 


10m 


4™ 


j m 


-0,5=1 

' .s 



En la grafica mostrada en la Figj5] se observa la 
mosca oscilando entre los trenes, aquf se puede leer 
el tiempo y la posicion estimados para el contacto 
de la mosca con cada tren, asf mismo se puede esti- 
mar el tiempo de colision de los trenes y evidenciar 
algunos encuentros entre la mosca y los trenes. 

4.3. ExV con trenes acelerados 

Como un ejemplo de generalizacion del movi- 
miento de los trenes considerese una situacion en 
la cual la posicion del tren A esta dada por 

XA = XAo + v Ao t + t^ 2 (32) 

y la del tren B por 

x B = xbo^ 1 . (33) 
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2 4 6 8 10 

t(s) 

Figura 5: ExV sobre el problema tradicional. 



Ademas, la mosca se sigue moviendo entre los tre- 
nes con rapidez constante v m y parte de la potion 
x mo = 0m. Los parametros y condiciones imciales 
del sistema se muestran en las tablas[3]ylH respec- 
tivamente. 

Tabla 3: Parametros para trenes acelerados. 



T 

-*■ max 


At 


7 


a 


Us 


0,01s 


0,4s- 1 


0,5^ 



Tabla 4: Condiciones iniciales para trenes acelera- 
dos. 







XBo 




VAo 


VBo 


0m 


—5m 


10m 


s 


s 


s 



En la Figj6] se muestran los resultados del ExV 
implementado para visualizar el movimiento de la 
mosca entre los trenes que se mueven de acuerdo 
con las ecuaciones fl32|) y f )33|) . 

5. La mosca como sensor de 
velocidad 

A manera de sugerencia didactica se muestra co- 
mo este problema ideal tiene una analogfa fisica 
asociada al campo de las aplicaciones tecnicas, lo 



-15 

2 4 6 8 10 12 14 

t(s) 

Figura 6: ExV sobre el problema con trenes acele- 
rados. 



cual se entiende al realizar una correspondencia en- 
tre el problema de la mosca y un pulso de ultraso- 
nido que se mueve entre los trenes. 

Ignorando los detalles tecnicos de emision y re- 
ception asi como las correcciones por efecto Dop- 
pler de los pulsos de ultrasonido el ExV permite 
ilustrar el principio fisico de algunos sensores de 
velocidad, para esto se considera el tren A en re- 
poso y la mosca se identifica con el pulso, es decir 
x m ^— x p . Tal pulso viaja hasta encontrar el tren 
B, al llegar alii se refleja y retorna al tren A, donde 
este emite simultaneamente con la llegada del pul- 
so otro pulso en direction del tren B que a su vez 
se refleja y regresa de nuevo al tren A, repitiendose 
este proceso muchas veces. 

Como ejemplo considere el tren A en reposo y al 
el tren B moviendose con rapidez constante hacia 
el tren A. Al aplicar el ExV se encuentra un re- 
sultado como el mostrado en la FigJTl Si ahora se 
procesan los resultados virtuales capturados de po- 
sition contra tiempo y se organizan en una grafica 
de position contra tiempo se obtendra una grafica 
como la mostrada en la FigJHl donde se observa que 
la toma virtual de datos se hace cada vez en menor 
tiempo debido a que el tren B esta cada vez mas 
cerca al tren A y el pulso recorre menos distancia. 
Notese que de FigJS] se puede inferir que la rapidez 
del tren B es ~ 33, 3m/s. 

El anterior procedimienton se puede generalizar 
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para estimar tren B cualquiera sea su movimiento. 
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sensores de velocidad basados en ultrasonido, brin- 
dando asi un contexto de discusion sobre la inter- 
pretation grafica en la cinematica unidimensional, 
el concepto de experimento mental y la relation 
ftsico-matematica. Se propuso un algoritmo simple 
y facil de implementar ya sea en una hoja de calcu- 
lo o en un lenguaje de programacion, tal algoritmo 
permitio realizar experimentation virtual sobre es- 
te problema. Se espera que problemas similares de 
contenido introductorio sean abordados mediante 
esta tecnica posibilitando el desarrollo de la intui- 
tion fisica y el acercamiento a la fisica computacio- 
nal a aquellos estudiantes que se inician en carreras 
de ciencias o ingenieria. 



Figura 7: Sesor de velocidad. 
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600 - 




Figura 8: Datos de position en el contacto. 



6. Conclusiones 

Se repaso el problema tradicional de una mosca 
que se mueve entre dos trenes, describiendo tanto 
una solucion trivial como una solucion tipo Neu- 
mann, se mostro como implementar un ExV que 
permitio generalizar este problema y aplicar dichos 
analisis a la explication del principio fisico de los 
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